Resumen sobre mecanica analitica

Ecuaciones de Lagrange.

Supongamos una particula, cuyo movimiento se puede describir mediante una séla
coordenada x, de modo que en el instante ¢ la posicién de la particula viene dada por la
funcién x(t). Si la particula parte del punto x; en t = 0 y en el instante 7" se encuentra
en la posicién zy, la trayectoria real x(t) que realiza la particula verifica que la integral de
accion es extrema (maxima o minima), donde la integral de accién viene dada por:
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donde L es la funcién lagrangiana. En el caso en que el potencial bajo el que se mueve la
particula no dependa de la velocidad la lagrangiana viene dada por la funcién £ =T -V,
donde T' es la energfa cinética y V la potencial. Por tanto, la trayectoria de la particula
se obtiene de la ecuacién 0.5 = 0, donde la variacién de la accién debe ser compatible con
las condiciones inicial y final. Vamos a obtener la variacién de la accién:
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donde dx es cero en los instantes inicial y final. Interesa escribir la ecuacién anterior de
modo que en todos los términos aparezca dx en lugar de &, para ello, utilizaremos la

siguiente igualdad:
d (0L d oL or .

de modo que la ecuacién anterior queda de la forma:
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el dltimo término se puede integrar directamente y resulta ser nulo, debido a que dz es
nulo en los instantes inicial y final. Por 1ltimo, la condicién 6.5 = 0 queda de la forma:
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Si queremos que 9.5 sea cero para una variacion dx arbitraria se debe verificar que el término
que hay entre corchetes sea nulo, y llegamos asf a la ecuacién de Lagrange, que es:
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Si la lagrangiana es de la forma £ = imd? — V (), la ecuacién anterior es:
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que como cabia esperar es la ecuacién de Newton.

Ecuaciones de Hamilton.
La lagrangiana depende de x, = y ¢, sin embargo, en muchas ocasiones conviene que & sea

una variable independiente. Para ello, definimos la nueva variable p = — y realizamos una

transformada de Legendre, utilizando la funcién hamiltoniana definida como 'H = pt — L.
Podemos comprobar que H es una funcién de x, p, y t escribiendo su diferencial:
oL oL oL
dH = id di — —dxr — —di — —dt
'H = 2dp + pdx A
debido a la definicién de p la ecuacién anterior queda:
oL oL
dH = &dp — —dxr — —dt
H=ddp = 5,0~ 5

de modo que efectivamente las variables de H son x, p, y t. La ecuacién anterior se puede
modificar de la siguiente forma haciendo uso de la ecuacién de Lagrange:
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Lo que nos permite encontrar directamente las ecuaciones de Hamilton:
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Las variables z y p se dice que son canénicas. Por tltimo, utilizando las ecuaciones de
Hamilton se encuentra que:
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Podemos deducir ya las siguientes leyes de conservacién. Si la hamiltoniana no depende
explicitamente de x entonces p es una constante de movimiento. Del mismo modo, si
la hamiltoniana no depende explicitamente de ¢ entonces la propia hamiltoniana es una
constante de movimiento y se puede comprobar que ademés coincide con la energfa de la
particula.



Corchetes de Poisson.

A continuacién vamos a calcular la variacién temporal de una funcién dindmica f(z, p, t).
La derivada respecto del tiempo sera:
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utilizando las ecuaciones de Hamilton la ecuacién anterior se puede escribir de la forma:
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Si definimos el corchete de Poisson de dos funciones a y b de la siguiente forma: {a,b} =

Oa 0b  Oa Ob . : : ) .
— — — ——, la ecuacién anterior se escribe de forma més sencilla como:
Oordp OpOox

i of

El corchete de Poisson también se puede utilizar para escribir de forma simplificada
las ecuaciones de Hamilton. Dado que las propias variables x y p son funciones dindmicas
y como ademds no dependen explicitamente del tiempo, las ecuaciones de Hamilton se
pueden escribir como:

t = {z,H}
) = {p7H}

Se puede comprobar que el corchete de Poisson verifica las siguientes propiedades:

{u7 U} == {U7 u}
fu+v,w} = {u,w} +{v,w}
{uv,w} = u{v,w} + {u,w}v
{u, {v,w}}t + {v,{w, u}} + {w,{u,v}} =0
Las variables canénicas x y p verifican que {x,p} = 1. El corchete de Poisson permite
ademads especificar las condiciones que debe verificar una variable dindmica para ser una
constante de movimiento. Si una variable dindmica no depende explicitamente del tiempo

y ademds su corchete de Poisson con la hamiltoniana es nulo, entonces es una constante
de movimiento.

Transformaciones candnicas.

Para resolver un problema concreto se pueden utilizar distintas variables, es decir, que
en vez de utilizar las variables x y p podiamos haber utilizado otras X y P, que estuvieran
relacionadas con las anteriores mediante ciertas ecuaciones de transformacion:

X = X(z,p)
P = P(x,p)



Estas nuevas variables X y P serdn variables candnicas si existe una cierta funcién
K(X, P,t) de modo que se verifiquen unas nuevas ecuaciones de Hamilton:

oK

opP

_ok
0X

X =

Las variables = y p verifican el principio de Hamilton (de minima accién) de donde
partimos al principio, es decir:

5/0 (pt — H(z,p,t)) =0

Del mismo modo, las nuevas variables X y P verificardn el siguiente principio de Hamil-
ton:

5/T (PX—IC(X,P,t)) ~0

Si se verifican las dos igualdades simulténeamente los dos integrandos estardn relaciona-
dos de la siguiente forma:
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A (pi — H(z, p,t)) = (PX _K(X, P, t)) +—

donde A es una constante y F' una funcién arbitraria de las coordenadas y del tiempo. Nos
vamos a limitar a estudiar las transformaciones en las que A = 1. La funcién F', como
veremos a continuacion, determina la transformacion entre las antiguas coordenadas y las
nuevas si depende en parte de las coordenadas antiguas y en parte de las nuevas, por lo
que se denomina funcién generatriz de la transformacion.

Vamos a considerar como primer ejemplo el caso en que la funcién F' depende de x y
X y del tiempo, es decir, que F' = Fj(z, X,t). En este caso, la relacién entre la antigua
hamiltoniana y la nueva sera:

oF, oFy .. 0F;

pt—H=PX-K+ 8xx+8XX+ 5

Como las antiguas coordenadas y las nuevas son independientes por separado, la ecuacién
anterior implica que:

_ oA
p = ox
_ 0R
P= S 0X
B OF,
K = H+ 5

Las dos primeras ecuaciones determinan la transformacién, es decir, que de estas dos
ecuaciones podemos en principio despejar las coordenadas X y P y escribirlas en funcién



de las coordenadas antiguas de la forma X = X(z,p,t) y P = P(z,p,t). Por otro lado, la
iltima ecuacién nos indica cémo se transforma la hamiltoniana al cambiar de coordenadas.

Vamos a ver ahora como podemos utilizar una funcién generatriz que dependa de la
coordenada antigua y del momento nuevo, es decir, de la forma F = Fy(x, P,t). Logi-
camente si introducimos esta funcién en la relacién que existe entre las hamiltonianas no
llegamos a nada. El truco consiste en partir de una funcién del tipo Fi, de la siguiente
forma. Escogemos la funcién:

Fy(z,X,t) = Fy(x, P,t) — XP

Si diferenciamos F, asi definida, nos daremos cuenta que efectivamente sus variables
son x, Pyt:
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Fy = ——dv+ ——dX + —dt + PdX + XdP
Wy =y ot x4+ T i+ Pdx A Xd
Si tenemos en cuenta las relaciones que verifican las derivadas de Fi:
OF OF
dFy = pdz — PdX + PdX + XdP + 6_t1 — pdr + XdP + 8_151dt

de modo que efectivamente las variables de F5 son z, P y t. Ademds la ecuacién anterior
nos permite obtener el momento p y la coordenada X en funcién de las derivadas parciales
de F3, ya que:
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Como 8_752 = 8_151’ la relacién entre la nueva hamiltoniana y la antigua sera:
OF:
K=H+-—72
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Del mismo modo se pueden utilizar otros tipos de funciones generatrices para especificar
la transformacion.

Ecuaciéon de Hamilton-Jacobi.

Si mediante una transformacién canénica consiguiéramos que la nueva hamiltoniana
fuera nula el problema dindmico estarfa resuelto, ya que las nuevas coordenadas y mo-
mentos serfan constantes de movimiento. Vamos a ver que siempre podemos realizar una
transformacién canénica de este tipo. Vamos a suponer que la transformacién que bus-
camos es del segundo tipo y vamos a denotar a la funcién generatriz por S = S(z, P, t).
Entonces se verificard la relacién: 95

Ox
Como la nueva hamiltoniana es nula la funcién generatriz de la transformacién debe
verificar la siguiente ecuacién:
oS



o bien: 55 59
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de modo que la funcién generatriz que buscamos es la solucién de esta ecuacién en derivadas
parciales. Esta ecuacién se conoce como la ecuacién de Hamilton-Jacobi. Por ejemplo, para
una particula cuya hamiltoniana sea:
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la ecuacién de Hamilton-Jacobi sera:
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La funcién S se denomina la funcién principal de Hamilton y salvo una constante
aditiva coincide con la integral de accién. En el caso en que la hamiltoniana no dependa
explicitamente del tiempo, podemos separar la variable temporal escribiendo la funcién S

de la siguiente forma:
S(z,Pt)=W(z,P)— Et

donde F es una constante que coincide con el valor de la hamiltoniana, segin se deduce
de las ecuaciones anteriores. La funcién W, que se denomina funcién caracteristica de
Hamilton, verifica la siguiente ecuacién en derivadas parciales:

ow

Por ejemplo, para una particula libre la ecuacién anterior se reduce a:
IRV AN
— (=) = F
2m \ Ox

W =+vV2mFEx

(salvo una constante aditiva que la hemos escogido como nula). Por otro lado, de las
ecuaciones de transformacién

de modo que
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Por 1ltimo, la solucién de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi se puede escribir como:

S=pr— Et



